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L ' o s c i l l a t e u r  h a r m o n i q u e  h n d i m e n s i o n s  

Nous  cons id6 rons  un  c o r p u s c u l e  de  masse  m se d6- 
p l a ~ a n t  dar ts  u n  espace  g n d i m e n s i o n s  sous  F a c t i o n  
d ' u n e  force a t t r a c t i v e ,  p r o p o r t i o n n e l l e  au  r a y o n  v e c t e u r  
e t  qu i  t e n d  ~ le r a m e n e r  ve r s  l ' o r ig ine  des  coo rdonn6es .  

Si w r e p r 6 s e n t e  la f r~quence  m 6 c a n i q u e  de  la t h6o r i e  
c lass ique ,  la  f u n c t i o n  po t en t i e l l e  V s ' 6 c r i v a n t  

(a) V - - 2 x " - , m w ~ - ~ &  ~ (i ~:~ 1 , 2 . . . n )  
i 

! ' 6 q u a t i o n  de p r o p a g a t i o n  a la  forrne 

8 :,t ~ m [ E  - -  2 ~ 2  m w 2 k ~ x ~ i ] a  = O. (b) Aa + 
i 

P o s o n s  alors,  a v e c  M. L o u i s  DE BROGLII~ 1 

(c) a (x~, x ,  . . . .  . . )  = / / a ~  (.~) 
$ 

l ' 6 q u a t i o n  (b) se d 6 c o m p o s e  en  n 6 q u a t i o n s  d u  t y p e  

d2ai 8yg=m E (d) , t . f  + ~ [ i - 2 ~°-m w~ x"-i? a ,  = 0 

a v e c  E = 22 E i. 
i 

2 E i 
L a  n o t a t i o n  k,  = ~ e t  le d o u b l e  c h a n g e m e n t  de  fonc-  

t i on  e t  de  v a r i a b l e  

qi = 1 / r o w \ - %  
(e) ai(qi ) = e -  -2: . Hm(qi);  xi  = 2n ~ )  ) - 'qi  

t r a n s f o r m e  l ' 6 q u a t i o n  (d) en  

d ~ Hki ~ d Hal 

off Hki  es t  le p o l y n 6 m e  de ~IERM[TE de  degr6 k. 

I1 d e v i e n t  a lors  ais6 de pas se r  au  p r e m i e r  o rd re  

d r i 
(g) dq ;  - t - ~ i -  2q~ z,. + Li - -  1 = 0; 

t e n a n t  c o m p t e  de la  r e l a t i o n  (c), nous  a v o n s  

L '6ne rg i e  E s ' 6c r i t  

i 
ce qu i  m o n t r e  q u e :  p o u r  u n  ,msc i l l a teur  h a r m o n i q u e  
impairs ,  (osc i l l a teur  /t 2 p  + 1 d imens ions ) ,  on  o b t i e n t  
u n  ~nonc6 de d e m i - q u a n t a ,  a lors  que  l ' 6nonc6  de q u a n t a  
jus t i f i e  d ' o s c i l l a t e u r  h a r m o n i q u e  pa i r~  (osc i l la teur  ~t 2 p  
d imens ions ) .  

1 Louis DE BROGLIE, Thdorie de la quanti/ication dans la nouvelle 
mdcanique (1932). 

N o u s  p o u v o n s  assoc ie r  k (g) la  th6or ie ,  d6jS. c lass ique ,  
des  d 6 v e l o p p a n t e s  g6n6ral is6es  associ6es g u n e  c o u r b e  
p lane .  N o u s  t r o u v o n s  u n e  Ia lni t le  de  co~arbes p l a n e s  g 
p a r a m 6 t r i s a t i o n  i s o m 6 t r i q u e  d o n t  la  f unc t i on  & a r c  a 
la  v a l e u r  a ' i  = ~'i -- 1 = 2k/. 

I1 es t  i n t 6 r e s s a n t  de  c o n s t a t e r  q u e  tes n so lu t i ons  s o n t  
o b t e n u e s  en  d o n n a n t  n v a l eu r s  & la  c o n s t a n t e  k qui  
i n t e r v i e n t  d a n s  ~ - i = 2k. 

Ainsi ,  on  p e u t  a b o r d e r  u n e  th6or i e  osci l la toi re ,  tel le 
que  celle de l ' o s c i l l a t eu r  h a r m o n i q u e  /~ n d i men s i o n s ,  /~ 
p a r t i r  de n o t i o n s  g 6 o m 6 t r i q u e s  li6es /~ u n e  m ~ m e  4qua-  
t i o n  de 1RICCATI, la  v a r i a t i o n  des  n i v e a u x  d%nerg ie  
c o r r e s p o n d a n t  g u n e  Iami l le  de c o u r b e s - p l a n e s  (don t  
les p lus  s imples  s o n t  des  eercles) g p a r a m 6 t r i s a t i o n  iso- 
m 6 t r i q u e .  

Enf in ,  £ p a r t i r  de c e t t e  ~cha tne  de f igures  planes), ,  on 
p e n t ,  p o s a n t  

1 0 V~ 

p a s s e r  a u x  ~,chalnes d ' 6 q u a t i o n s  de DARBOUX~ t le pas-  
sage  d ' u n e  fo rme,  su i t  g 6 o m 6 t r i q u e  (cas des  c o u r b e s  iso- 
md t r i q u es ) ,  su i t  a l g 6 b r i q u e  (eas des  c h a i n e s  de  DAR- 
BO~JX), ~ la  s u i v a n t e  se f a i s a n t  s u i v a n t  u n e  loi co n n u e .  

IV[. GABRIEL VIGUIER 

I n s t i t u t  H e n r i  Po inca r6 ,  Par i s ,  le 30 n o v e m b r e  1949. 

S u m m a r y  

W e  cons ide r  a pa r t i c l e  h a v i n g  a mass  m. I t  will be 
s h o w n  h o w  i t  is poss ib le  to  ga in  a n  osc i l l a to ry  t h e o r y  
s t a r i n g  f rom class ical  m e t r i c  n o t i o n s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  
s a m e  1RICCATI e q u a t i o n .  T h e n  we f ind  t h e  "DARBOUX 
c h a i n "  of t h e  p r o b l e m .  

1 G.VIGUlER, C.R. Acad. Sci. 224, 14. 6. 48 No. 26. 

E i n  i s o p e r i m e t r i s c h e s  P r o b l e m  m i t  N e b e n -  

b e d i n g u n g  

D u r c h  E i n f i i h r u n g  y o n  N e b e n b e d i n g u n g e n  w i r d  das  
b e k a n n t e  i s o p e r i m e t r i s c h e  P r o b l e m  m i t  d e r  K u g e l  Ms 
e inz ige r  L 6 s u n g  in  e i g e n a r t i g e r  \Veise mod i f i z i e r t .  So 
k a n n  be isp ie l sweise  e r z w u n g e n  w e rd en ,  d a b  be i  vorge-  
g e b e n e r  Oberfl~iche d a s  a b s o l u t e  M i n i m u m  des  V o l u m e n s  
n i c h t  t r i v i a l  i s t  u n d  d a s  M a x i m u m  des  V o l u m e n s  d u r c h  
e inen  y o n  d e r  K u g e l  v e r s c h i e d e n e n  K 6 r p e r  gel iefer t  
wird .  Aus  d i e s e m  G r u n d e  sowie w e g e n  des  Z u s a m m e n -  
h a n g s  m i t  e i n e m  u n g e l 6 s t e n  P r o b l e m  d e r  T h e o r i e  der  
k o n v e x e n  R o t a t i o n s k 6 r p e r  s tel le  ich  fo lgendes  P r o b l e m  : 

~Gesucht s ind  die konvexen  Ro ta t ionsk6rper  yon der 
[esten Ltinge l, welche bei vorgegebenem V o l u m en  V die 
gr6flte Ober/liicke F aufweisenl~ .  

1 Vgl. hierzu die Dissertationen yon G. HORMANN (G6ttingen 1887) 
und "vV.HowE (Berlin 1887). V und F diirfen ihre Rolle auch ver- 
tauschen. 
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Die L 6 s u n g  l a u t e t  : 

im  I n t e r v a l l  O ~ V ~ ~13- b e s i t z e n  Zy l inder ,  
- -  - -  36 

~ l  ~ ~ l  ~ 
i m  I n t e r v a l l  ~ff < V < ~ b e s i t z e n  Igegelstiimp[e, 

i m  I n t e r v a t t  ~I~ ~ V < ec b e s i t z e n  KegeI 
24 - -  

die v e r l a n g t e  E i g e n s c h a f t .  Die Ex t r ema lkSrper  s ind  du tch  
Vorgabe yon V e indeut ig  best immt.  

Beweis .  13ekann t l i ch  b e d e u t e t  es ke ine  13eschrgnkung  
der  A l l g e m e i n h e i t ,  w e n n  m a n  n u r  k o n v e x e  R o t a t i o n s -  
k 6 r p e r  b e t r a c h t e t ,  die au s  I a u t e r  K e g e l s t i i m p f e n  au fge -  
b a u t  s ind .  Die  M e r i d i a n k u r v e  jedes  d e r a r t i g e n  K 6 r p e r s  
is t  e i n f ach  ein S t r e c k e n z u g ,  de r  d u r c h  R o t a t i o n  u m  die 
X - A c h s e  den  K 6 r p e r  e rzeug t .  W i r  t e i l en  die G e s a m t h e i t  
de r  Kege l s t f impfe  in zwei b : l assen  ein.  I n  de r  Klasse  I 

x~ ~ x. x~ x2 x~ 
X 

x z x z x.  x , ×  z x,, 

Abb. 1. 

X >, 

ist  die Folge  de r  R a d i e n  y~, yz . . . .  Yn, monoton abnehmend  
oder  doch  monoton  nicht  zunehmend .  Bei  Z u g e h 6 r i g k e i t  
zur  K las se  I I  f~l l t  d iese  B e s c h r ~ n k u n g  weg, u n d  m a n  h a t  
n u r  die K o n v e x i t ~ t s b e d i n g u n g  zu b e a c h t e n .  Zun~tchst  
k a n n  e l e m e n t a r  geze ig t  werden ,  d a b  ke in  K 6 r p e r  aus  I I  
bei f e s t e m  V o l u m e n  gr~il3te Oberf lRche b e s i t z t L  Aus  
P l a t z e r s p a r n i s g r i i n d e n  mul3 d iese r  Te i lbewei s  wegge-  
lassen  werden .  

Die  K las se  I u n t e r t e i l e n  wi r  w e i t e r  n a c h  de r  A n z a h l  
der  Kege l s t f impfe .  E s  i s t  n u n  d u r c h a u s  na t i i r l i ch ,  zue r s t  
die U n t e r k l a s s e  I~, also die  Klasse  d e r  eigentl ichen 
14egelstiimp/e. I fegel  u n d Z y l i n d e r  ins  Auge  zu fassen.  
In  de r  T a t  ge l ing t  es le icht ,  die e i n g a n g s  a n g e f t i h r t e n  
R e s u l t a t e  be i  d iese r  B e s c h r i i n k u n g  zu g e w i n n e n ,  na -  
m e n t l i c h  w e n n  m a n  n e u e  P a r a m e t e r  e i n f i i h r t  (Abb.  2). 

0 .,~ 

Abb. ~. 

V =  zH 3- (3p~ q- )3) 

F = 2~ (p~ + ~ + p lfl ~ T-¥~) 
( o = < p <  o ~ ; O _ < l ~ l G p ) .  

0) 

1 Der Beweis ffihrt fiber Doppelkegelstfimpfe mit gleichen End- 
radien, Doppelkegelstiimpfe mit versehiedenen Endradien zum all- 
gemeinen KegelstumpfkiSrper. 

I n  e ine r  (F, V ) - E b e n e  l a u t e t  die G l e i c h u n g  d e r  
Z y l i n d e r k u r v e  (~ = O) : 

I z F  2 -  4 I . F V +  4 V  2 -  4 a l  a . V =  0, (2) 

die G l e i c h u n g  d e r  K e g e l k u r v e  (]~ [ = p) 

t =F  ~ -  6 I . F V - -  3 : H a . V  = 0 (3) 

ode r  au  fgel6s t  

I . F  2 
v (4) 

3(:z 12+ 2F)  

Se t z t  m a n  (4) in  (2) ein,  so i s t  l e i c h t  e r s i ch t l i ch ,  d a b  die 
b e i d e n  K u r v e n  r e c h t s  v o m  N u l l p u n k t  g e n a u  e inen  
S c h n i t t p u n k t  m i t  d en  K o o r d i n a t e n  

s *  = ~l"-.  . . . .  I/ 3 ", v *  = ~ ( 2 - V ~  (5) 
4 8 

aufwe i sen .  F e r n e r  v e r l ~ u f t  die K e g e l k u r v e  im I n t e r v a l l  
O < V < V* o b e r h a l b ,  i m  I n t e r v a l l  V* < V < oo 
u n t e r h a l b  d e r  Z y l i n d e r k u r v e .  Zwecks  G e w i n n u n g  de r  
E n v e l o p p e  d e r  z w e i p a r a m e t r i g e n  K u r v e n s c h a r  (1) i s t  
der  A u s d r u c k  

OV OF OV OF 
........... zu d i s k n t i e r e n .  (6) 
Op 0), 02 Op 

Die N u l l s t e l l e n  s ind  

(a) 2 = O ( Z y l i n d e r k u r v e ,  g e o m e t r i s c h e r  O r t  y o n  K u r v e n -  
en d en ) .  

(b) p -- 6 ; 2 = ½ 1/36p "<-  12 (7) 

1 l 
o < l a l < p;  ~ < P < a v = 2  • (s) 

Mit  Hi l fe  y o n  (7) g e w i n n t  m a n  d u r c h  e i n s e t z e n  u n d  
E l i m i n a t i o n  

v =  ~ ( 6 s -  t~,) (9) 

u n d e s  s t e l l t  s ich he raus ,  d a b  die E n v e l o p p e  das  S t i i ck  
de r  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e  y o n  (2) u n d  (3) zwi schen  d e n  
b e i d e n  ] B e r f i h r u n g s p u n k t e n  

A i8 3-6 : B }~ 

! 
/ 

/ ¢ 
v / 

I 

/ /  C 

P B 

C 

I 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

I C e - - ~  

Abb, 3 

1 Der Kegelstumpf, dessen Bildpunkt senkrecht unter P* ant 
der Enveloppe liegt, besitzt die Koordinaten 

V5 v**=:,t,~ (aVe-°-) 
F**=•12" -4- ; 96 

Sein Votumen ist um ca. 0,6% kleiner als V*! 
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(1) v e r m i t t e l t  eine A b b i l d u n g  der  (p, A)-Ebene auf  die 
(F, V)-Ebene .  E i n e m  b e k a n n t e n  Abb i ldungssa t z  ge- 
m/iB ~ dar f  b e h a u p t e t  werden,  dab  die Abb.  1 keinen 
B i l d p u n k t  l iefert ,  der  u n t e r h a l b  des K u r v e n z u g e s  C 
l iegt  (Abb. 3). 

D e r  B i ld r and  C, aus e inem Parabe tbogen ,  e iner  
S t recke  und  e i n e m  H y p e r b e l b o g e n  bes tehend ,  i s t  als 
Ganzes  nach unten nicht konkav. D a n k  dieses g i ins t igen  
U m s t a n d e s  is t  es mSglich,  den  Beweis  zu E n d e  zu 
ffihren. 

E inen  be l ieb igen  D o p p e l k e g e l s t u m p f  aus I b e t t e n  wir  
in eine e i n p a r a m e t r i g e  Schar  yon  ebenso lchen  Kbrpe rn  
m i t  x als P a r a m e t e r  ein. Man  be rechne t  (Abb. 4) : 

Abb. 4. 

) V =  ~ -  Po ~ + p o p x -  p x p ~ -  P~ 

+ -~ (p~ + p~p~ + p~,) (11) 

L 

+ (P~ + P~) I/(#~ - P~)~ + (~-x)~] (12) 

• I (Po--Px) 
X° = P0 ; x l  = l (13) 

d V {PJ + PoP~--P~P~-- P~*~ 
a ~ -  ~ \ ~( .)  7 (14) 

(po + p~ ) x (p~ + p~) ( l -x)  
N(x )  = V(po_p~)~+/S - V(px_p~)~+ (l-x)* (15) 

dN [(Po+Px) (Po-PxI ~ (Px+P~) (Px--P~)~ 
d x -  ( i ~ P ~ - - P ~  + ( ~ - - ~ ~ ~ ) a j  > 0  (16) 

Die  b e t r a c h t e t e  I~urve,  mit einer  pos i t i ven  S te igung  
beginnend,  is t  also im  ganzen  I n t e r v a l l  x 0 ~ x ~< x 1 
k o n k a v  nach  un ten .  D a  nun  ihre E n d p u n k t e  als Bi ld-  
p u n k t e  yon  Kege l s t f impfen  nicht unterhalb yon C liegen, 
so l iegt  der  ]3 i ldpunkt  des Doppe lkege l s  als innerer  
K u r v e n p u n k t  sogar oberhalb yon C. 

Die a n g e w e n d e t e  D e f o r m a t i o n  is t  f ramer  m6gl ich  und  
somi t  k a n n  ke in  D o p p e l k e g e l s t u m p f  e x t r e m a l  sein 2. 

D e r  n~chs te  Sch r i t t  be s t eh t  in de r  s i n n g e m ~ e n  An-  
w e n d u n g  des Ver i ah rens  au f  den  dre i fachen  I~egel- 
s tumpf ,  wobei  der  un te r s t e  S t u m p f  u n a n g e t a s t e t  b le ibt .  
Genau  wie oben kann  fes tges te l l t  werden,  dab  auch  in 
der  Klasse  I ~ ke in  E x t r e m u m  m6gl i ch  ist .  

Das  V e r f a h r e n  i s t  aber  y o n  aUgemeiner  Tragwei t e .  
W i r  a p p r o x i m i e r e n  i rgende inen  K e g e l s t u m p f k 6 r p e r  

1 H. BIERI, Diss. (Bern 1941), 
Der Zylinder natiirlich bleibt von dieser Deformation unberfihrt. 

du rch  eine innere  Fo lge  yon l au t e r  K b r p e r n  aus I mi t  

F~(O < F~({) < F~(O < . .  < F; V~(i) < V2(i) < . .  < V 

sowie durch  eine ~LuBere Fo lge  yon  g le ichar t igen  Kbrpe rn  
m i t  

El(a) > F2(a) > . . . . .  > F', Vi(a) > V(a)~ > . . . . .  > V*. 

Beide  KOrperfolgen l iefern  B i l d p u n k t e ,  die ganz  ober-  
ha lb  C l iegen.  Wegen der Konkavitiit ]eder Verbindungs- 
kurve muff dann tier Bitdpunkt des Ausgangsk6rpers ober- 
halb yon C liegen. D a m i t  ist  der  Beweis  fertig.  Unsere  
]3ehauptungen  lassen sich auch  in Ung le i chungen  aus- 
drficken.  F i i r  k o n v e x e  R o t a f i o n s k S r p e r  yon  der  festen 
L~nge  l gi l t  fo lgendes  S y s t e m  yon  U n g l e i c h u n g e n :  

l 
(1) V~'~2 - [ ( F + = I ~ ) - I  V 2 ~ F + x ¢ 2 / 2 ]  ; 

7,~ . l~ Gle ichhe i t sze ichen  nur  ftir Zyl inder  O ~ F ~ N  

l o g p ~  
t l~ (2) V > ~  ( 6 F - -  ~); 

7:r . 12 < F < Gle ichhe i t sze ichen  nu r  fiir 
i s  ~-  Kege l s t f impfe  

l l 1 . . . . . . . .  

~ < P <  4V~ ; z =  g Va6p~-l~ 
I. F ~ 

(3) V ~ 3 (~ /a+2F) ;  

---~ • I ~ ~ F < c~ Gle ichhe i t sze ichen  nu r  ffir Kegel  

l 
41/~ = p  <oo.  

Bern,  den  15. F e b r u a r  1950. H.  BIERI 

Summary  
The  class of c o n v e x  r o t a t o r y  bodies  wi th  f ixed l eng th  l 

is cons idered and  i t  is shown t h a t  for 

0 ~ V ~ _ - -  36 

~ l  a zrl 3 
3~- < v  < - ~ -  

- - - - ~  V <  oo 
24 ~- 

w i th  p r e - d e t e r m i n e d  v o l u m e  possess t h e  g rea tes t  surface. 
T h e  d e m o n s t r a t i o n  is g iven  wi th  t h e  a id  of discussions 
of  curves .  

cylinders, 

truncated cones, 

C0t~6S 

* Sind ~-viele Schritte nStig, so liegt eine Schachtelfolge vor. 

D a s  R a m a n - S p e k t r u m  des  A z o b e n z o l s  

V~Tir a rbe i t en  sei t  e in iger  Zei t  fiber die E r r e g u n g  yon 
R a m a n - S p e k t r e n  d u t c h  die gelbe  He -L in i e  5875,6 A. 
Die  zu i iberwin 'denden Schwier igke i ten  w a r e n :  1. die 
K o n s t r u k t i o n  hochbe l a s tba re r  H e - L a m p e n  in e iner  l icht-  

s t a rken  R a m a n - A n o r d n u n g  (S t r euungs fak to r  { vtHg~a35s)~ 4 
\ v (lie 5876)] 

= 3,3); 2. die E rz i e lung  eines sehr  re inen  He l iums ,  da 
s ich infolge des hohen  Ion i s a t i onspo t en t i a l s  des He  
schon sehwaehe  V e r u n r e i n i g u n g e n  sehr  s t6 rend  bemerk-  
ba r  m a c h e n ;  3. die we i tm6g l i chs t e  U n t e r d r f i c k u n g  des 
Molekf i l spek t rums  des H e , ,  das  in dem hier  interessie- 
renden  Bere ich  einige s t6rende  B a n d e n  aufweist .  


